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Historique

L’épidémiologie est la science qui étudie les variations de fréquences des
maladies dans les groupes des étres vivants et recherche les déterminants de
ces variations. Elle vise en particulier a la recherche des causes des maladies

et de 'amélioration de leurs traitements et moyens de prévention.

On peut certes invoquer Hippocrate comme pére de I’épidémiologie, puisque,
dans son Traité des airs, des eaux et des lieux (400 av. J.-C.), il cherchait déja
des déterminants environnementaux, et non pas seulement individuels, aux
maladies. Mais si 'on admet ne parler d’épidémiologie en tant que science
qu’a partir du moment o des schémas observationnels (enquétes, registres,
études), expérimentaux (essais thérapeutiques comparés) et théoriques (mo-
deles populationnels) sont employés, avec des méthodes de recueil et d’ana-
lyse des données adaptées, c’est au XVII siecle que I'on voit apparaitre en
Angleterre les premiers travaux qui seraient classés aujourd’hui comme épi-
démiologiques [1].

L’Angleterre fut sans doute le premier pays a recueillir une information épi-

démiologique sur les morts. Des 1538, un document était rempli pour chaque
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déces et des statistiques de mortalité hebdomadaire et annuelle étaient ef-
fectuées systématiquement. C’est ce qu’on appelait les "bills of mortality".
Ces données furent recueillies systématiquement & Londres aprés 1592. Le
recueil d’informations sur la cause de mortalité fut effectué systématique-
ment a partir de 1603.

Ces travaux initient donc ce qu’on appellerait aujourd’hui la surveillance épi-
démiologique ("processus continu de recueil de données sanitaires au cours
du temps permettant de documenter des changements éventuels et de créer
des alertes sanitaires "). Il est remarquable que, dés cette époque, le bulletin
hebdomadaire des déces ait été publié & Londres pour ainsi dire en temps
réel si 'on se souvient que l'on n’eut pas, méme a Paris, au cours de la cani-
cule de 2003, I'estimation en temps réel de la mortalité hebdomadaire toutes
causes confondues.

Mais ce sont les travaux de Graunt en 1662 (Natural and Political Obser-
vations... Upon the Bills of Mortality) qui peuvent étre considérés comme
le premier travail épidémiologique (et de démographie statistique) au sens
actuel : en effet, il fournit une analyse en profondeur de ces bulletins de mor-
talité en évaluant d’une part les sources d’erreurs et de biais qui pouvaient
rendre leur interprétation difficile, et en mettant d’autre part en évidence des
régularités dans les séries de déceés et les pics épidémiques, de taille variable,
qui furent attribués a des épidémies récurrentes de peste.

L’observation des récurrences passées permit de comprendre que le bulletin

hebdomadaire de mortalité n’était pas simplement un document adminis-
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tratif, mais pouvait étre un outil d’alerte épidémiologique. Ensuite, dans le
cadre d’'une collaboration au contour non totalement élucidé, Graunt établit
avec son ami Petty la premiére " table de mortalité ", 'outil de base des
démographes, ces proches cousins des épidémiologistes.

Christian Huygens, mathématicien et astronome anglais qui analyse avec son
frere Lodewijk la table de vie de Graunt, en déduit une méthode de calcul de
I'espérance de vie en fonction de ’age. Ainsi, on voit apparaitre la premiére
manifestation de la parenté entre épidémiologistes et astronomes : ils appar-
tiennent en effet & deux disciplines qui, a partir de I'observation, essaient
"d’inférer" des lois (méme si I'équivalent des lois de Kepler en épidémiolo-
gie est encore a découvrir). Leibniz travaillera a son tour la notion de " vie
moyenne ", mais plutot dans un état d’esprit d’actuaire, avec De Incerti Aes-
timatione (1678). Autre connexion historique importante entre ’astronomie
et I’épidémiologie, celle de Graunt avec Halley, le découvreur de la comeéte
éponyme, auquel il envoya sa table de vie. Celui-ci la critiqua & la fois sur
le plan des données avec lesquelles elle avait été construite (role négligé de
I'immigration) et sur le plan de la méthode de calcul. Il fournit en 1693 la
premiére table de vie batie avec un algorithme de récurrence, appliquée aux
données de Breslau (aujourd’hui Wroclaw). Cette table allait étre utilisée en
retour par le premier des modélisateurs en épidémiologie, Daniel Bernoulli
(1700 — 1782) qui, avec ses fréres Nicolaus et Johann, était un thuriféraire
du calcul différentiel de Leibniz : C’est la naissance de 1’épidémiologie Ma-

thématiques.
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Célébre pour ses travaux hydrodynamiques, Bernoulli avait aussi une large
palette d’intéréts en astronomie, en philosophie et en médecine. C’est donc
naturellement qu’il allait s’intéresser & la prévention de la variole (dite alors
petite vérole). A T'époque, on estimait qu'une grande partie de la population
anglaise avait été infectée par la variole et qu'un enfant qui en était atteint
avait entre 20 et 30 chances sur 100 de mourir.

En un temps ou la variolisation était cependant fort controversée car, dans
une proportion non négligeable des cas, les enfants étaient contaminés et
mouraient, Bernoulli comprit qu’il fallait mettre en avant ce que 1'on appel-
lerait aujourd’hui une approche cotit-bénéfice. Exploitant les données de Hal-
ley, il construisit un modéle mathématique fondé sur des hypothéses simples-
car, dit-il, " les lois de la nature les plus simples sont toujours les plus vrai-
semblables ".

Le travail de Bernoulli n’est pas seulement d’une grande modernité parce
qu’il utilise la modélisation pour évaluer une action de santé publique qui
ne peut pas étre observée directement, avec une méthode semblable a celle
que les modernes modélisateurs ont employée en prévision d’'une pandémie
grippale qui survint en 2009. Sa modernité est aussi dans les polémiques que
son approche provoqua dans la société, qu’elle soit savante ou profane.
D’Alembert, le pére de I’Encyclopédie, 'un de ses adversaires les plus déter-
minés a I’Académie royale des sciences ou le travail fut présenté en 1760 (et
publié seulement en 1765), non seulement critique de fagon pointilleuse la

qualité des mathématiques utilisées (critiques qui mesurent surtout l'impor-
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tance de son hostilité a 'égard de Bernoulli), mais ce qui est moins souligné
émet aussi des critiques de fond extrémement modernes.

La premiére est que 'espérance de vie n’est peut-étre pas le bon critére de
comparaison et que la population n’est pas préte a échanger un risque im-
médiat méme faible (celui de I'inoculation) contre un risque lointain. Cette
critique trés sensée fut du reste endossée par Laplace (1749 — 1827) dans son
Essai sur les probabilités. La seconde critique est que les risques médicaux
dépendent des opérateurs. Si l'on arrive & réduire le risque immédiat de la
procédure (inoculation) a une valeur égale a celle du risque immédiat de
contracter la variole naturellement, il est évident que, deés lors, la population
choisira d’étre variolisée. Il faut donc proposer ce qu’on appellerait aujour-
d’hui des méthodes " d’assurance de la qualité ". La troisiéme critique est
que, pour construire des modéles mathématiques sérieux, il faut des données
de qualité, que ce soit sur les risques ou sur l’histoire naturelle des mala-
dies : c¢’est la nécessité primordiale d’un systéme d’information efficace qui
est soulignée (et qui reste d’une parfaite actualité).

Une derniére remarque négative, et peut-étre d’actualité, concernant le tra-
vail de Bernoulli, toujours cité comme le pionnier de I’épidémiologie ma-
thématique, est que cet appareillage mathématique sophistiqué, objet de
polémiques entre les plus beaux esprits mathématiques, arrivait deux siécles
en retard par rapport a la pratique acceptée en Asie mineure, plusieurs an-
nées apres des données observationnelles recueillies par divers médecins et

scientifiques (dont Benjamin Franklin), et qu’au fond toutes ses conclusions
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étaient déja contenues et exprimées beaucoup plus agréablement que dans
le langage des équations dans la Xle des Lettres philosophiques de Voltaire
publiée en 1734, soit plus de trente ans auparavant. Un regard critique sur
I’apport de la modélisation en épidémiologie pouvait donc, déja, s’imposer.
En 1765, année ot Bernoulli produisait son modeéle, Jenner publiait ses pre-
miéres observations (qui passérent largement inapergues), avant de faire sa
premiére expérimentation humaine en 1796. Peu a peu, alors que la varioli-
sation s’installait, la vaccination dont on comprit qu’elle était aussi efficace
et moins dangereuse apparaissait. Ce n’est qu’en 1840 que la variolisation
fut interdite en Angleterre au bénéfice de la vaccination, qui fut fournie gra-
tuitement.

Les grands chapitres de 1’épidémiologie moderne s’ouvrent au XIXe siecle
avec des contributions ou les scientifiques francais jouent un role majeur :
naissance de I’épidémiologie clinique et de ce qu’on appelle aujourd’hui la

" avec le nom de Pierre Louis et celui,

"médecine fondée sur les preuves
bien plus connu du grand public mais pas dans ce domaine, de Claude Ber-
nard. Epidémiologie sociale avec Villermé: épidémiologie d’intervention et
de surveillance épidémiologique avec William Farr; systématisation de I'in-
formation recueillie dans les populations avec Quetelet.

Au début du XI1X, siécle, contagionnistes et anticontagionnistes s’affron-
taient sur les causes des maladies, tandis que prévalait toujours la théorie

hippocratique des miasmes. D’aprés cette théorie, les disparités de santé

observées entre différents territoires s’expliquaient par des facteurs topogra-
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phiques : différences d’altitude, de densité de population, proximité ou non
d’une riviére.

Louis-René Villermé (1782 — 1863), décidant de prendre les données & bras-
le-corps, voulut tester 'hypothese selon laquelle les inégalités de santé ob-
servées dans les douze arrondissements de Paris dans la période 1817 — 1826
s’expliqueraient essentiellement par des facteurs sociaux (Paris ne fut divisé
en vingt arrondissements que par la loi du 16 juin 1859).

Il montra que des variables économiques (impo6t moyen, prix moyen de loca-
tion des logements, etc.) étaient corrélées négativement a la mortalité, tandis
que la densité de population ne I'était pas. Villermé apporte deux autres
contributions majeures a l’épidémiologie sociale : la premiére concerne la
santé des personnes emprisonnées, dont il montra qu’elle était corrélée aux
conditions d’emprisonnement et non pas a la qualité morale des prisonniers.
Dans la seconde, il fit observer que ’espérance de vie variait selon les condi-
tions sociales des travailleurs des industries textiles. Ses travaux furent a
'origine des premiéres lois limitant les conditions dans lesquelles on pouvait
recourir au travail des enfants ou louer des logements plus ou moins insa-
lubres.

Pierre-Charles-Alexandre Louis (1787 — 1872), médecin, eut le courage de
contester une pratique médicale dominante de 1’époque : la saignée, sou-
vent pratiquée grace a des sangsues (en 1833, la France importait 42 mil-
lions de sangsues pour usage médical). L'idée était a ’époque que toutes les

fievres avaient la méme origine, étant la manifestation d’une inflammation
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des organes, et qu'appliquer des sangsues était efficace-théorie dont Brous-
sais (1762 — 1838) était un grand thuriféraire

Pour la remettre en cause, Louis établit une observation rigoureuse sur un
groupe de malades ayant tous une forme bien caractérisée de pneumonie
et conclut-au mieux-a une trés faible efficacité de la pratique. Si ce qu’on

" méthode numérique " de Pierre Louis était révolutionnaire,

a appelé la '
parce qu’il cherchait & tirer des conclusions & partir de données numériques
recueillies systématiquement au lit du malade, et non & partir d’opinions,
fat-ce celles des "maitres", il lui manquait le support de ce qu'on appelle
aujourd’hui la statistique. A cet égard, Jules Gavarret (1809 — 1890), po-
lytechnicien, fut pionnier avec son livre Principes généraux de statistique
médicale (1840). Auteur du premier intervalle de confiance, il fut le premier
polytechnicien président de I’Académie de médecine.

Dans les systémes d’information sanitaire, la classification est évidemment
une étape clé, et 1a aussi les Francais ont eu un role trés important puisque
la premiére classification internationale des maladies fut créée par Jacques
Bertillon (un proche parent d’Alphonse Bertillon, "inventeur" des empreintes
digitales) et que, ce faisant, il était le lointain continuateur de Frangois Bois-
sier de Sauvages de Lacroix, fondateur de la nosologie avec sa classification
de 2400 maladies publiée post mortem en 1771.

Claude Bernard est souvent présenté comme un adversaire irréconciliable

de la statistique et de 1'épidémiologie. Il a ainsi tourné en dérision 1'idée

"d’urine moyenne" de I'homme européen obtenue en opérant des préléve-
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ments dans les pissotieéres de la gare du Nord. En cela, il n’appréciait guére
les efforts de ceux qui, comme Adolphe Quetelet (1796 — 1874), statisticien,
inventeur de l'index de corpulence |poids/taille | toujours utilisé, mathé-
maticien, astronome et naturaliste franco-belge) avaient foi dans le recueil
systématique de I'information dans des grandes populations et-en effet-avait
défendu le concept "d’homme moyen" (celui dont les paramétres individuels
seraient égaux a la moyenne des parameétres de la population). Mais Claude
Bernard a souligné tres clairement la nécessité en clinique d’expérimenta-
tions comparatives, notamment dans I’évaluation des traitements. Il a écrit,
dans son Introduction a la médecine expérimentale, des passages soulignant
clairement la nécessité de ce qu’on appellerait aujourd’hui des essais théra-
peutiques controlés. On a donc pu dire de lui que, avec Pierre Louis, il était
le second fondateur francais de ce qu’on appelle maintenant dans le monde
anglo-saxon l’evidence based medicine, la " médecine fondée sur la preuve ".
Depuis les années 1980, avec la conscience de 'importance des maladies émer-
gentes, la surveillance épidémiologique est devenue un domaine important de
I'épidémiologie, a la fois en termes de méthode (recherche de systémes temps
réel) et de résultats (découverte du sida, par exemple).

La surveillance épidémiologique avait pris son essor au X I X siecle a Londres
avec William Farr (1807 —1883) qui, lorsque le bureau des registres fut établi
en Angleterre en 1838, devint rapidement responsable du département sta-
tistique. Il mit en place une classification des causes des maladies, travailla

rigoureusement a la définition des dénominateurs permettant de calculer les
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risques et comprit qu’il n’est pas de recueil et d’analyses de données sans
une diffusion appropriée (ce qu’il fit grace & un grand nombre de bulletins
hebdomadaires, semestriels, etc.). Il montra comment cette connaissance de-
vait déboucher sur des méthodes de prévention et fut le premier a décrire la
chronologie et la taille des épidémies de grippe.

Le X X, siécle s’ouvre sur le prix Nobel de Ross (1902), le modélisateur
pilote de I’épidémiologie du paludisme; dans les années 1930, la démarche
du test d’hypothése, indispensable a la recherche des facteurs de risque est
mise au point par Neyman et Pearson; 'aprés-Seconde Guerre mondiale
verra naitre et croitre I’épidémiologie analytique; les années 1980 verront
renaitre la crainte des maladies infectieuses; les années 1990 seront celles
des promesses du décryptage du génome[3]. Surtout, depuis les années 1990,
la puissance des moyens de calculs et de recueil de 'information permet de
développer a un tout autre niveau les recherches des causes génétiques et
environnementales des maladies qui avaient été initiées par les pionniers des
siécles passés.

Ses résultats concernant le choléra, obtenus au milieu du X 7 X, siecle, mirent
eux aussi en cause la théorie des miasmes, et soutinrent ’hypothése que la
cause du choléra était dans 'eau. C’est un autre épidémiologiste anglais,
Snow, qui en apportera une démonstration définitive en géolocalisant les cas
dans un quartier de Londres et en identifiant la source de la contamination
(une pompe a eau bien précise).

Au total, a la fin du X1X, siécle, la plupart des grands champs de 1’épidé-
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miologie étaient créés, qu’il s’agisse de ’épidémiologie descriptive fondée sur
de grands registres systématiques, de I’épidémiologie expérimentale o 1’on
évalue l'efficacité de plusieurs traitements en les comparant de facon rigou-
reuse sur des groupes de patients, ou de I’épidémiologie théorique, surtout
utilisée dans le domaine des épidémies afin de comprendre leurs lois et d’éta-
blir des prévisions. Seule I’épidémiologie des maladies multifactorielles n’était
pas encore préte. C’est en 1856 que la premiére loi de Mendel est découverte,
mais elle tombe dans I'oubli jusqu’en 1900 ; les pathologies dominantes en
santé publique sont encore les maladies infectieuses; la recherche des fac-
teurs génétiques et environnementaux des grandes pathologies, qui est une
priorité de I’épidémiologie moderne, ne peut donc encore étre menée, mais

les concepts ont déja été réunis.
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Introduction générale

Les modeéles mathématiques de maladies infectieuses, d’abord outils pu-
rement théoriques, ont commencé a étre mis en pratique avec le probléme
du SIDA dans les années 1980. La propagation d’une épidémie dans une po-
pulation dépend des parameétres extrémement nombreux ( déplacement des
individus, souches de la maladie, age des individus...), les modéles mathé-
matiques se sont progressivement affirmés comme outils d’aide a la décision
pour les politiques pupliques.

En effet, les modeéles permettent de prévoir les conséquences pour la popu-
lation d’actions aussi variés que la vaccination, la mise en quarantaine ou
la distribution tests de dépistage. Une approche fondatrice dans les années
1920 fut celle des modéles compartimentaux, divise la population en classes
épidémiologiques tels que le compartiment des susceptibles noté .S, des in-
fectés noté I et celui des remis noté R.

Depuis, cette approche fut utilisée pour modéliser de trés nombreuses mala-
dies, et continue d’étre un sujet de recherche actif en prenant en compte de
nouveaux éléments tels que de la science des réseaux.

L’age peut étre un facteur important de la diffusion d’une maladie pour

18
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deux raisons. Premieérement la résistance des sujets peut dépendre de I’age.
Un exemple consiste a séparer les enfants des adultes : Dans les cas des
épidémies de rougiole aux Etats-Unis en 1827 et 1828, la population étu-
diée était composée de 21% d’enfants mais ceux-ci représentaient 44% de
déces. Deuxiémement, le comportement des sujets change avec ’age : Ainsi,
il est considéré que la probabilité qu'un individu s’engage dans une activité
sexuelle a risque décroit avec I'age, et des modeles prennent en compte 1'im-
pact de I'dge sur des aspects tels que le taux de changements de partenaire
sexuels. La prise en compte de I'age se fait en utilisant une nouvelle variable
a. Ainsi, dans le modéle SIR, les quantités d’individus au temps ¢ ne sont
plus noté S(t), I(t), R(t) mais S(a,t), I(a,t), R(a,t) pour représenter la
quantité avec un age donné au temps ¢.

Dans notre étude, notre objectif sera de donner une modélisation stochas-
tique des modeles épidémiologiques dans les populations structurées en age

d'une part, et d’autre part étudier les propriétés de ces modéles.
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Chapitre 1

Quelques Notions sur les Processus

Stochastiques

Introduction

La théorie des probabilités et statistiques est un domaine trés vaste des
mathématiques. Nombreux sont les mathématiciens tels que I.Karatzas, S.Shreve
avec son livre" Brownian motion and stochastic calculus" puplié dans Sprin-
ger a Berlin en 1987 ont travaillés dans ce domaine des mathématiques. Ils
vont dévélopper des théories de mathématiques tout en donnant un intérét
particulier aux calculs stochastiques. Pour eux, I’application de la théorie des
probabilités et statistiques, en particulier 'application du calcul stochastique
est la solution de plusieurs problémes aux quels se trouvent confrontés 1’hu-
manité.

Ainsi, pour contribuer a la résolution des problémes d’épidémies, nous allons

appliqués quelques définitions et propriétés de calcul stochastique.
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1.1. Définitions et Notations

Dans ce chapitre, les notions de base de calcul stochastique sont données.
Les quelles vont permettre d’aborder soigneusement notre modélisation épi-

démiologique dans le chapitre 2 et 3.

Pour commencer, on fixe (2, F,P) un espace probabilisé.

1.1 Définitions et Notations

Définition 1.1 Un processus stochastique est une famille de variables aléa-

toires, définies sur un méme espace probabilisé et généralement indexées par

R+; ol N

Définition 1.2 On appelle filtration, une famille croissante de sous-tribus
(ft)tZO de f

C ‘est-a-dire VO < s <t F, C F; C F.

Définition 1.3 Soit (X;)i>0 un processus stochastique sur (Q, F,P). On
appelle filtration naturelle de (Xi)i>0, la filtration F; engendrée par (Xi)i>o-
Ot

Fi=0(Xs:0<s<1).

Définition 1.4 Soit X = (X¢,t > 0) un processus stochastique défini sur

(Q, F, (Ft)i=0,P). Le processus X est dit mesurable si l'application

X 1 [0;400[xQ — (E,E)
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1.2. Martingale en Temps Continu

(t,w) — Xi(w)

est mesurable par rapport a B([0, +o00[) @ F. Le processus est dit progressi-

vement mesurable (ou progressif) si ¥t > 0 Uapplication

X 0.4 x Q= (E, )

(s,w) — Xs(w)

est mesurable par rapport & la tribu B([0,t] @ Fy.

Le processus est dit adapté si ¥Vt > 0 Xy est Fy-mesurable.

Définition 1.5 Soit (Xy)i>o processus stochastique. On appelle trajectoire

de (X1)i0 Uapplication t — X (w) VweSQ.

1.2 Martingale en Temps Continu

Dans toute la suite (2, F, (Ft)r>0,P) est un espace probabilisé filtré.

Définition 1.6 Soit M un processus adapté avec ¥Vt >0 M, € L. on dit

que

-M est Fi>q-sousmartingale si My < E[X|Fs] pour tout 0 < s < t.

-M est (Fy)i>o-surmartingale si My > E[X;|Fs] pour tout 0 < s < t.

-M est (Fy)i=o-martingale st My = E[X}|F] pour tout 0 < s < t.
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1.3. Processus de Poisson

Définition 1.7 Soit (X;)i>0 un processus stochastique intégrable. On dit que

(Xt)e0 est uniformement intégrable si

lim su%))E(\Xt\LX”Zn) =0

n——+0o00 >

Définition 1.8 Soit (M;)i>¢ une Fe-martingale. On dit que (My)>q est une
martingale fermé a [infini, s’il existe une variable aléatoire My intégrable

telle que My = E(Myo|F).

Définition 1.9 Soit 7 : Q — R, une variable aléatoire définie sur (Q, F,P).
On dit que T est un temps d’arrét par rapport a la filkration (Fy)eo, si Vt >0

Uévénement {T < t} € F;.

Théoréme 1.1 (Inégalité maximale de Doob)
Soit (My)i>0 une martingale continue a droite dans LP pout tout p > 1.

Alors on a

D
E (sup|Mt\p) < (Ll) sup E(|Mi]?)
p

t>0 t=>0

1.3 Processus de Poisson

1.3.1 Définitions

Définition 1.10 On appelle processus ponctuel une suite croissante

O<hi<Dh<..<T,<.. <4 (1.1)
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1.3. Processus de Poisson

de variables aléatoires a valeurs dans Ry définies sur un espace probabilisé

(Q, F,P).

Dans la suite on supposera que la suite (T},),n tend vers +oo quand n

tend vers +oo.

On pose :

VneN

Sp=T,—T,-1.

Les T, sont les instants ot se produisent des événements. Les S, sont les

délais d’attentes entre deux événements successifs.

Notons
+00

N; = ZH{TkSt} =sup{n >1:T, <t} (1.2)
k=1

le nombre d’événements qui se produisent avant I'instant ¢ > 0.

N; est aussi appelé processus de comptage. On a :

No=0

N; < 400
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1.3. Processus de Poisson

est égal au nombre d’événements qui se produisent dans 'intervalle de temps

|s, t].

Définition 1.11 On dit qu’un processus ponctuel (T, )nen ou sa fonction
aléatoire de comptage (Ni)i>o est un processus de Poisson ,si (Ni)i>q est
une fonction aléatiore a accroissements indépendants et stationnaires.
C’est-a-dire :

a) VO =ty < t1 <ty < ... < t, les accroissements Ny, — Ny, | sont des

variables aléatoires indépendantes Vi = 1...n.

b) V0 < s<t, Ny— N, dépend uniquement de t-s et non de t et s.

Remarque 1.1 La propriété b) est appelée la "stationarité des accroisse-
ments" de (Ni)i>0. Le nom "processus de Poisson' est justifié par la
proposition 6.2.2 de [3]. L’existence d’un paramétre \ est donné par cette
proposition . Ce parameétre X est appelé l'intensité du processus de Poisson
(Nt)e>0- Il est égal au nombre moyen d’événements qui se produisent pendant

un intervalle de temps de longueur unité, i.e.

E[N; — Ny| = A.

Définition 1.12 Un processus de Poisson (P(t))i>o de fonction d’intensité
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1.3. Processus de Poisson

A(t) > 0 est un processus de contage a accrossements independants et sta-

tionnaires tel :

1 !
VO<s<t PP)—P(s)=k)=—¢ J:Awd ( / A(u)du) (1.3)
On dit aussi que (P(t))s>o est un processus de Coz.

1.3.2 Quelques Propriétés

Proposition 1.1 Soit (P(t))i>0 un processus de Poisson de fonction d’in-

tensité A(t) > 0. Alors
t
VO<s<t EP()—P(s)= / A(u)du

Preuve

Soit (P(t))¢>0 un processus de Poisson de fonction d’intensité A(¢) > 0. Alors
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1.3. Processus de Poisson

E(P(t) — P(s)) = i%e_fst/\(“)d“ ( / t)\(u)du)k

k=0

t i "A(u)du)*
I 3 (fS(k (_ )1)! )

®

([ Au)du) !

— e f: A(u)du Z 0

k=0

t
_ ef;)\(u)duef;)\(u)du/ )\(u)du

= /: Au)du

Proposition 1.2 Soit (P(t))i>0 un processus de poisson de fonction d’in-

tensité A(t) > 0. Alors

(P(t) . /0 t A(u)du) .

est une martingale par rapport a la filtration

Fr=0((P(r),\(r)):0<r<t)

Preuve
Soit (P(t))¢>p un processus de poisson de fonction d’intensité A(t) > 0.
En posant F; = o((P(r),A(r)) : 0 < r < t) la o-algebre engendrée par les

variables aléatoires (P(r),A(r)) on 0 <r <t Vi > 0.
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1.3. Processus de Poisson

Vvt >0 ,V0 < s < tlavariable aléatoire P(t)—fst Au)du est F-adapteée.
Le processus (P(t));>0 est un processus de poisson de fonction d’intensité
A(t) > 0. Donc VO < s < t la variable aléatoire P(t) — fot AMu)du est inté-

grable.

En outre :

E(P(t) — /0 AMu)du | Fy) = E(P(t) — P(s) + P(s) —/0 Au)du | Fy)
— E(P(t) - P(s)) + E(P(s) - / A(u)du | F)

= E(P(t) — P(s)) + E(P(s) — /08 Au)du —

t

[ Awdu| £
/: AMu)du + P(s) — /08 Au)du — /: Au)du
= P(s) —/:)\(u)du

D’ou le résultat. [ |

Conclusion

Nous avons présenté quelques notions de base sur le calcul stochastique.
Ces notions nous servirons dans la suite de notre étude.
Cependant, si les notions de base de calcul stochastique présentées dans le

chapitre 1 sont utiles dans notre étude, I’on devrait remarquer que ce n’est
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1.3. Processus de Poisson

pas la totalité. Pour une bonne documentation de calcul stochastique, 'on
devrait voir auteur|5].

Dans la suite de notre travail, le calcul stochastique sera appliqué. Les pro-
cesus de Poissons aboutirons a la notion de Martingale en temps continu et

au Mouvement Brownien.
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Chapitre 2

Présentation des Modéles
Déterministes dans une Population

Structurée en Age

Introduction

Dans ce chapitre, on considere une population de tres grande taille. Dans
la quelle régne une épidémie de maladie.
Notre modélisation fourni un modéle mathématique pour une propagation
d’épidémie dans une population structurée en age.
Le taux de transmission de la maladie dépend de ’age des individus de
la population. Le modeéle obtenu est un modéle SIR déterminste avec une
population de taille constante.
Le but de ce chapitre est de présenter les techniques de la modélisation des
épidémies dans les population structurée en age d’une part, et d’autre part,
donner les parameétres lier & la description des performences de ces systémes.
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2.1. Notations et Définitions

2.1 Notations et Définitions

Dans cette section, on désigne par :

t : Le temps;

N : La taille de la population des individus de méme age ;

p(a) : Taux de déces;

w : La durée maximal de I'épidémie ;

a : L’age d’un individu observé dans le groupe;

ag ’age d'un individu observé au début de 1’épidémie ;

7 : Le Taux de guérrisons est borné dans L'(R, x [0,w],Ry);

Vag € R, g4 : [O;w] — R

t — ap+t

une fonction de classe C'! et on note g, sa dérivée;
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2.1. Notations et Définitions

fy* = Sup(a0+t7t)6R+X[O;w]{/y(a’o + t’ t)} 3

l(a) =€ Jo lo)do . 1,4 proportion des individus qui survivent a l’age a;

x __ 1
ro= Iy Wa)da

: Taux de mortalité brut ;

B(a,b) : La probabilité qu'un susceptible d’age a rencontre un individu

infecté d’age b et devienne infecté;

A(a,t) : La force d’infection ;

A" = Sup(angt,t)eRx[O;w[{)\(aO +1, t)} )

X(a,t) : La densité des susceptibles qui a Uinstant ¢ ont I'age a;

Y(a,t) : La densité des infectés qui a l'instant ¢ ont 'age a;

Z(a,t) : Celle des rémis (guérris) qui a U'instant ¢ ont 'age a;

N(a) = X(a,t) + Y(a,t) + Z(a,t) : La densité total du groupe.

YEO Yardjouma 32 U.F.H.B



2.2. Modéle Déterministe avec Densité de la Population

2.2 Modéle Déterministe avec Densité de la Population

Dans tout ce travail, nous allons traiter deux cas intéressant. Le cas ou
~ est la fonction constante et le cas ot v dépend uniquement de I’age et du
temps. Supposons que y est la fonction constante.

On obtient le modéle suivant :

Ala, t) — >
_ Cf N - _ 7 _y R

@) |

ul(a) | ula)

FIGURE 2.1 — Modéle SIR structuré en age

La modélisation mathématiques conduit au systéme d’ EDP suivant :

p

(2 +2) X(a,t) = —Na,t)X (a,t) — p(a) X (a,t)

(2 +2)Y(a,t) = Ma, ) X (a,t) — (u(a) + 7)Y (a,t) (2.1)

| (5 2%) Z(at) =Y (a,t) = pla)Z(a,t)

Les conditions aux bords

X(0,t) = u*N, Y(0,6)=0, Z(0,t)=0.
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2.2. Modéle Déterministe avec Densité de la Population

Ou
/\(a,t):/o B(a,o0)Y (a,o)do.

2.2.1 Dynamique du Systéme SIR

L’objectif de cette section est de déterminer I’évolution du systéme d’EDP
(2.1).
En utilisant la méthode des caractéristiques pour la résolution des EDP, on

pose :

==
En se déplagant le long d’une courbe caractéristique a = g,,(t) = ag + t les

variations de X, Y, Z sont :

dX(a,t) = %—f(a,t)dt—l—%—X(a,t)da
a

— <86_)t((a’t) + aa—f(a,t)) dt

= (=Ma,t)X(a,t) — p(a)X(a,t))dt.
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2.2. Modéle Déterministe avec Densité de la Population

dX (a,t) = (—Ma, )X (a, 1) — p(a) X (a, ) dt. (2.2)
X (00 (0):0) = X000~ | M (5):5)X (00 9): )5 | @) X o). ).

C’est-a-dire
t t

X(ap+t,t) = X(aQ,O)—/ )\(ao—l—s,S)X(ao—l—s,s)dS—/ p(ap+s)X (ag+s, s)ds.
0 0
Y Y

dY (a,t) = E(a,t)dt—F%(a,t)da

= (%(a,t) + %—Z(a,t)) dt

= (Ma, )X (a,1) = (u(a) + 7)Y (a,1)) dt

dY (a,t) = (Ma,t) X (a,t) — (u(a) + 7)Y (a,t)) dt (2.3)
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2.2. Modéle Déterministe avec Densité de la Population

Donc :

Y (g (D), £) = ¥ (9 (0), 0)+ / A(Gas (), )X (g (), 8) s / (e () 7)Y (gun(5), 5)

C’est-a-dire

Y(ap+t,t) = Y(ao,O)—i—/O )\(ao—l—s,s)X(ao—l—s),s)ds—/O (u(ap+s)+7)Y (ap+s, s)ds.

(2.4)

dZ(a,t) = %—f(a,t)dtnLg—f(a,t)da

_ (%—f(a,t) + g—f(a,t)) dt

- (VY(ao t) - N(Q)Z(av t)) dt

dZ(a,t) = (vY(a,t) — pla)Z(a,t)) dt (2.5)
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2.2. Modéle Déterministe avec Densité de la Population

Z(9ay(1), 1) = Z(gao(O),O)ﬂL/O WY(gao(S),S)ds—/o 11(9a0(5)) Z (9ao (5), 8)ds

t t
Z(ag+t,t) = Z(ap,0)+ / 7Y (ag + s, s)ds — / plag + s)Z(ag + s, s)ds.
0 0

On obtient donc le systeme :

2

q Y(ag+t,t) = Y(agp,0 +f0

Maintenant nous allons passer aux proportions. Posons :

2

Les conditions initiales sont :

\ Z(ag+t,t) = Z(ap,0) + foth(ao +s,8)ds — fot,u

r(ag+t,t) =

< y(CLO +t,t> =

z(ag+t,t) =

X(ag +t,t) = X(ag,0) — fot Mag + s,8) X (ag + s,5)ds — f(f,u

(ag + s, ) X(ao—i—s,s)ds—fg(u

X(ao—Ft,t) 1 X(a0+t,t)

N(ag+t) N u*l(ag+t)

Y (ap+t,t) 1 Y(ao+t,?)

N(ao+t) N p*l(ap+t)

Z(ao+t,t) 1 Z(a0+t,t)
N(ag+t) — N p*l(ag+t)”

(ap + )X (ag + s, $)ds

(ap +8) + 7)Y (ap + s

(ap + s)Z(ap + s, s)ds.

(2.6)

YEO Yardjouma

37

U.F.H.B



2.2. Modéle Déterministe avec Densité de la Population

z(ap,0) =1 y(ap,0) =0 z(ap,0) =0.

Du faite de la relation

X(a,t) +Y(a,t)+ Z(a,t) = N(a),

on a :

a:(a0+t,t) +y(a0+t,t) +z(a0+t,t) =1

Vue le systéme (2.6) ,nous allons reécrire le systéme (2.1). On a :

(2.7)

%_f(a, 0+ %—f(a, £) = —Ma, )X (a, £) — p(a) X (a, 1),
Comme
w(a,t) = f\g‘&? — X(a,{) = N(a)z(a, t)
%_‘j(a, t) = —u'Nu(a)l(a)z(a,t) + N(a)a—(a, t)
ox
= —u(a)N(a)z(a,t) + N(a)%(@a t).
Donc d’aprés (2.6)
0X 0X ox ox
X 0.+ 2 0) = V@2 0.0) + N @) 2 (0.1) ~ N(@pta)ea.
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2.2. Modéle Déterministe avec Densité de la Population

E(a,t) + %(a,t) = —\a,t)z(a,t) (2.8)
On a aussi
g—Z(a t) = —p Nu(a)l(a)y(a,t) + N( )%(“ t)
Jy
= —u(a)N(a)y(a,t) + N( )%(a t)
oY oY

E(CL, t) + %(ay t) = N(a)_y(aa t)+ N(a)g_(aa t) — N(a)u(a)y(a,t)

D’apres (2.6)

N(@) 2 0,14 (0) 22 . 1)~ N(@)(a)ya, 1) = Ma, ()N (@) (a. 1)~ (s(a)+2)N (a)y(a

YEO Yardjouma 39 U.F.H.B



2.2. Modéle Déterministe avec Densité de la Population

D’ou

Jy dy B

0 t) + S0, 1) = Ao, 1) — () (2.9)
De méme
oz oz 0z 0z

@)+ o (at) = Nla)o(a,0) + N(@) (@ 1) = N(a)u(a)=(a, 1)

= yN(a)y(a,t) — pN(a)z(a,t)

Par conséquent, d’apres (2.6)

N (@) 2 (. 1) N (@) 5 0, 1)~ N (a)p(a) (e 1) = AN (@)y(a, 1) N (a):(a, 1
D’ou
%(a, t) + %(a, t) = yy(a,t) (2.10)

Ainsi on a le systéme

(

20, 1) + 22(0.0) = ~A(a 1 1)

$ %(a,t) + %(a, t) = Ma, t)x(a,t) — yy(a,t) (2.11)

% (a,) + Z(a,1) = yy(a.t)

Le systéme (2.11) nous montre que I'évolution d’une telle épidémie est
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2.3. Modéle Déterministe avec Nombre d’Individus

indépendant du taux de déces des individus. En effet, dans une épidémie
lorsque les taux de déces de tout les compartiments sont égaux, alors 'on
peut ignorer ces taux. Par conséquent, le nombre de paramétres diminue et
le calcul se simplifie.

Nous allons donner une modélisation simplifiée du modele déterministe.

2.3 Modéle Déterministe avec Nombre d’Individus

On suppos que la taille de la population est constante pour tout ¢ > 0 et
pour tout age a > 0.
On désigne par :
S(a,t) le nombre d’individus susceptibles qui a 'instant ¢ ont I’age a.
I(a,t) le nombre d’'individus infectés qui a l'instant ¢ ont 1’age a.
R(a,t le nombre d’individus remis qui a 'instant ¢ ont 'dge a.

On a donc :

Susceptible

FIGURE 2.2 — Modéle SIR structuré en age
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2.3. Modéle Déterministe avec Nombre d’Individus

D’ou 'EDP suivant :

(% + 82) R(CL, t) = 7(a7 t)I(a7 t)

Vue la relation S(a,t)+1(a,t)+ R(a,t) = N nous allons étudier les deux
premieres équations.

La dynamique qui décrit le systéme (2.12) est :

.

S(ap +t,t) = S(ag,0) — [3 Mag + s,5)S(ag + s, 5)ds

I(ag +t,t) = I(ag,0 —I—fo (ap + s,5)S(ag + s, s)ds — f(fv(a0+s,s)l(ao—|—s,s)ds
(2.13)

\

Conclusion

Nous avons présentés les modeéles déterministe de type STR. L’analyse de
ces modeéles a fourni des résultats. Au cours de notre analyse, nous avons
démontrés que lorsque les taux de décés de tout les compartiments sont

identiques, dans un modéle compartimental, 'on peut simplifier ce modéle.
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2.3. Modéle Déterministe avec Nombre d’Individus

Dans le chapitre 3 nous allons donc considérer le modéle simplifier. Par

conséquent, le nombre de parameétres va diminuer et le calcul sera simple.
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Chapitre 3

Présentation des Modéles Stochastiques

dans une Population Structurée en Age

Introduction

Le but de ces notes est de présenter les bases du modele probabiliste de
la propagation des épidémies.
Apreés la modélisation des modeéles déterministes, nous introduisons 1'étude
des modéles stochastiques. Ces modeéles vont nous permettre de décrire ’évo-
lution en temps et en age continue de la population. Au cours de leurs
évolutions, les modeéle stochastiques prennent en compte les phénomaines
aléatoires des parametres : A savoir si le nombre d’individus infectés est un
nombre donné & une date ¢; nous ne connaissons pas le nombre d’individus
infectés & une date future t¢,.
Ce pendant, 'on se pose la question pour savoir si dans une population de

tres grande taille le comportement du modéle stochastique est identique a
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3.1. Modéles Stochastiques avec Densité de la Population

son déterministe. La réponse a cette question sera abordée a la suite de la

modélisation stochastique.

3.1 Modéles Stochastiques avec Densité de la Popula-
tion
Soient Py, P», P3, P,, Ps, des processus de Poisson standards indépen-

dants. On définit les processus suivants sous forme des processus de bran-

chements.
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3.1. Modéles Stochastiques avec Densité de la Population

2

rn(ao+t,t) = xn(ag, 0) — mﬂ (fof N(ag+ s)A(ag + s, s)xn(ag + s, s)ds) _
m]g? (f(f N(ag + s)u(ag + s)xn(ag + s, s)ds)

yn(ao +t,t) = yn(aop,0) + mﬂ (fot N(ag+ s)\ag + s, 8)xy(ag + s, s)ds> —
mpfﬁ (f(;f N(ag + s)u(ao + s)yn(ao + s)ds) +

N(at—i—t) Py (fot YN (ao + s)yn(ao + S)ds)

an(ao +t,t) = zn(ao, 0) + e Bs (fot YN (ao + s)yn(ao + S)dS) -

N(aiﬂ) Fo (f(f N(aop + s)p(ag + s)zn(ao + s, S)dS)
(3.1)

Le modele 3.1 est équivalent au modéle suivant :
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3.1. Modéles Stochastiques avec Densité de la Population

xn(ap+t,t) = xn(ap, 0) — Nm(a 0 —— P (fot NpFl(ag + )M ag + s, 8)zn(ag + s, 8)ds
zlvu*Z(a i (fot Npl(ag + s)pu(ag + s)xn(ao + s, s)ds)

yn(ao +t,t) = yn(ao, 0) + ]1;# Tagry 11 (fot NpFl(ag + s)Mao + s, 8)zn(ag + s, s)dsi
Jqu “1(ao+1) P (fot Np*l(ag + s)p(ao + s)yn(ao + S)dS) -

]17# Tagrn) L 4 (fo YN l(ao + s)yn(ao + 3>d5)

an(ao +1,t) = zn(ao, 0) + § s P1 (fot YN pl(ao + s)yn(ao + S)dS) -

J{w *I(ag+t) P (fot Np*l(ag + s)p(ao + s)zn(ao + s, S)ds)
(3.2)
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3.2 Modéles Stochastiques avec Nombre d’Individus

On conideére le modele (2.13). Posons iy(a,t) = I(]‘\L]’t), sy(a,t) = S%t)’
ry(a,t) = —R(ﬁ,’t).

On désigne par P;, P, deux processus de Poisson standards. Le modéle sto-

chastique du modele (2.13) s’écrit alors :

(

S(a,t) = S(ap,0) — P, (fot Mag + s,5)S(ag + s, s)ds)

\ t (3.3)
I(a,t) = I(ap,0) + P, (fo Mag + s,5)S(ag + s, s)ds)

—-P, (fotv(ao +s,5)1(ag + s, s)ds)

\

Nous allons reécrire le modéle stochastique.

’

sn(a,t) = sn(ap,0) — + P (N f(f Aag + s, 8)sn(ag + s, s)ds)

 in(a,t) =in(ap,0) + + P (N fot Mao + s, s)sn(ap + s, s)ds) (3.4)

\ —+P (N f(f v(ao + s, s)in(ag + s, s)ds)
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3.2.1 Loi des Grands Nombres

Py, P, étant deux processus de poisson standard, on pose
My (t) = Pi(t) — t, My(t) = Po(t) — t. Alors My, M5 sont des martingales.

D’ou

1 4
sn(a,t) = sy(agp,t) — NMl (N/ Mag + s, s)sn(ap + s, s)ds)
0

t
—/ Aag + s, 8)sny(ag + s, 8)ds
0

1 t
iN(CL, t) = iN(ao, t) + NMl <N/ )\(ao + s, S)SN(CLQ + S, S)dS)
0

1 t
—NMQ (N/ ’}/(CL() + s, S)Z.N(a() + S, S)d8>
0
t ¢
+/ Mag + s, 8)sny(ag + s, 8)ds — / v(ao + s, 8)in(ag + s, s)ds
0 0
Considerons les processus
1 t
MP(t) = NMl (N/ Mag + 8, 8)sn(ag + s, s)d5>
0

et

t
NY () = %Mg (N/O v(ag + s, 8)in(ag + s, s)ds) :
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Posons

Fi* = o{y(ao +r,r)in(ao +r,7), AMag +r,r)sn(ag +7,7) : 0 <r < 1},

Alors on a :

Lemme 3.1 Si A ety sont bornés, alors {MP(t),t > 0} et {N(¢),t > 0}

sont deuzr martingales par

rapport a

Fo =o{y(ap+ r,r)in(ao + r,7), XNag + r,r)sy(ag+r,7): 0 < r < t}

qui vérifient :

E(My () = EWNy(1) =0

et
E(|M?V0(t)\2):% ( /O Mao + 5, 8)sx (a0 + 5, 5)ds)
BN OF) = 7B (e +s.r)ix(a + 5,5
Preuve

Ce lemme provient du faite que 'on a

E <P1(/0t Aag + s, 5)sn(ap + s, 5)ds) — Pl(/or Aag + s, 8)sn(ag + s, s)ds)|]—‘;‘0>
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t
=E </ )\(ao + s, S)SN(CLO =+ s, s)ds\]—"ﬁ")

Maintenant nous allons établir cette égalité.

Pour tout n > 1, 0 < u < ¢, on pose

[ufn = (3:5)

r+%(t—7“), 51 T+%(t—r)§u<r+%(t—r),

et

AZ"(t)ZN/ Aao + [uln, [uln)sn (a0 + [uln, [u]n)du

Bt N/ (a0 + [t [t iy 0 + [, ]}l

Pour tout a,b € R si a < b, alors on pose Pi((a,b] = P;(b) — P;(a) et

ukzr—kg(t—r) avect = 1;2 et on a:

Pr(AR(t) = Pu(A(r) = Pa(AR(r), AP ()] =

(N /O Aao + [l [a]a) s (a0 + [, [ul)u, N / (a0 + [, [l (a0 + ], 1
(N£A%+ m]ﬁM%+HM]duN/ (a0 + [, [} (a0 + [ |

LN / Mao + [l [ul)sw (a0 + [u]n,[u]n)du]
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En appliquant la somme de Riemann on obtient

Z Pi(N / Mag + [uln, [uln) sy (ao + [uln, [u],)du,

N /o%_1 Aao + [uln, [u]n)sn(ao + [uln, [u]n)du+

Nt ; T)\(CL()—H“—F (k — 17)1(75 —7) | r+(k — 12L(t — r))SN(a0+T+(k: — 17)1(75 — ) | r+(k — 17)1(
Pr(AY (1) —Pi(Ap(r) = Pi(AR(r), AR (t)] = Zpl *(up—1, A (ug—1)+
Nt ; ?A)\(ao + Ugp—1, ukfl)SN(ao + Uk_1, uk,1>.
Donc

t—r

P(AD(r), A2(8)] = 37 PLAD (uy1), A2 (o) + N Mao + w1, up1)s (a0 +
k=1

n

Pi(AR(r), AR (4)] = Py (A7 (ug-1), A7 (ug)) -

>
Il 3
—_

E(P (A (1))~ PL (A (r) ﬂo(ZEa 1%0A<»W&Hﬁ
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n

t—r
= E(Z E(P (AR (up—1), AR (ug—1) + TA(QO + Up—1, ug—1)sn(ao + up—1, up-1))|F

< )\(CLO —|—uk_1,uk_1)sN(ao —I—ukl,ukl))]:fO)
= E( E (Pu(AR (ur)) — Pr(AR (ug-1))) |f321]:f°>
( E (A (ur)) — Pr(AR (ug-1))) |ffo>

= E( (AR (ur) — A7 (ug-1)) Iff0>

=1

Par conséquent

E(P1 (A7 (1) = P (AR (r)|F°) = E (A (1) = A(r)[F)

En faisant tendre n vers 'infini on obtient le résultat.

Par les propriétés de martingales
E(My(t)) = E(My(0)) = 0.

Maintenant nous allons nous intéresser & l'expression de E(|M%()[?).

Pour tout ¢ > 0, pour tout entier naturel n > ¢t et pour tout 0 < < n
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on pose t; = % Vi=1,....,nona:

O=to<t1 <,....,.<t,=t

une discrétisation de l'intervalle [0; ¢].

n—1
MRPOP = IMRti)=MPE)P+2 D (MP(Eigr) = MR (1) (M (1) =M
1=0 0<i<yj<n
n—1
E(MROF) =) E(IMR (i) — MR (L))’
1=0

Car
E(M%(t11) — M3 () = BOM(E1) — M (t) = 0 et

MP(tig1) — MY (t;) est indépendante de MY (¢j41) — MR (t;) pour i # j.

Quand n — 400

n—1
D IMR(ti) = MRE)F = Y [AMN ()
1=0

0<r<t

Ot AM y(r) désigne les sauts du processus My a la date r.

Donc

E(IMR()*) =E ( > AMN(THQ) :

0<r<t
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it1
IMP (i) — MP(t |N ( NX(ag + s,5)sny(ag + s, S)ds) —
0

1 2

t;
—M1/ Mag + s, 8)sy(ag + s, s)ds)
N 0

1 i+1 (2
< Nz (Pl(N/ Mag + s, s)sn(ag + s,8)ds) — Pl(N/ Mag + s, 8)sn(ag + s, 8)
0 0
tiv1 ti 2
+ (/ Mag + s, s)sn(ag + s, 8)ds — / AMag + s, 8)sn(ag + s, s)ds)
0 0
1
< Sl (Pr(tin) = Pu(@)]* + (b = 8:)°( sup — Mag +¢,1))°
(ap,t)eRx[0,w]
1 *
< N2 (P (tis1) — Py(t:)” + (tixs — t:)(A)? car i —t; <1
Avec
1 b
Py (t;) = NM1</ Mag + s, 8)sn(ag + s,5)ds)
0
Ainsi
a aon 1 *
(MR(tir) = MPE) < 51 (Prtinn) = Pu()]* + (tia — t)(A)°
n—1 1
D MG (ti) = M) < I Pr(@) + w(V)? < oo
i=1

Donc (MR(t))i>0 est une martingale bornée dans L* | donc |[MP(¢)]?

uniformement intégrable.
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1 t
> 1AMy = = <N/ )\(ao+s,s)iN(a0—|—s,s)ds).
0

E(IMR(0)) = E(Z |AMN(T)|2>

1 t
= —E (/ Mag + s, s)in(ag + s, s)ds) :
N 0

Pour la martingale (M3’ (t)),., le raisonement est le méme et que

t>0

1 ! .
E (VY (1)) = N]E (/ Y(ao + s, s)in(ao + s, $)d3>
0
|
Maintenant nous allons énoncer une proposition qui sera utilisée dans la

suite.

Proposition 3.1 ./2] Soit (P(t));>0 un processus de poisson d’intensité A >

0. Alors
P(t)

T—>)\ p.s t— +o0.

Preuve
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Pour tout entier naturel n > 1,

——= == "(P(i)—P(i—1)) =\, n—+oo

1=1

Car V1 <i <mn, P(i) — P(i — 1) est de loi de poisson de paramétre A.

Pour tout ¢t > 0

PR _ [t”i]_ (P([t])Jr%(P(t)—P([t]))

t

"‘U
-~
SN—
|
>
VAN
=
=

L
e
~
=
SN—"
|
>
+
VRS
| =
i)
—~
=
+
=
|

-
==
N~

(%(P([t] +1)- P([t]))> = 2P( +1) = 2 P(i) > A= A=0 - +oo

De méme

|[t”?1(P([t]) - A‘ 0t 400

D’ou le résultat.

Corollaire 3.1 Pour tout w > 0 quand N — 400

sup {| My (@)| + Ny ()]} =0

0<t<w

en probabilité.
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Proposition 3.2 Pour tout w > 0 quand N — 400

sup {| My (8)] + [Ny ()]} = 0

0<t<w

presque sdrement p.s.

Preuve

On considere les termes MY et Ny’. Quand
7(a0+t)sN(a0+t,t), /\(a0+t,t)iN(a0+t,t)

prennent leurs valeurs dans l'intervalle [0; 1],

On a

Mi(t) = x-M (N /O Mo + 5. $)sw (a0 + 5 s)ds>

Posons

t t
r= N/ AMag + s, 8)sny(ag + s, s)ds < / NXds
0 0

1
Mi)] = S [Mi(r)]
agp 1
sup |M(8)] < < sup|MA(r)
0<t<w 0<r<N\*t

en particulier pour t = w on a :
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Q, 1 a, 1
sup [MY(O] <+ swp (M), swp INEOI < sup M)

0<t<w 0<r<A*Nw 0<t<w 0<r<y*Nw
En appliquant la loi des grands nombres pour les processus de poisson on
obtient :

PNt ANV

Yt >0
’ N ’ N

—t, N — 400

Nous avons une suite de fonctions croissantes qui converge vers une fonction
continue, par conséquent par le deuxiéme théoréme de Dini, la convergence

est uniforme sur tout intervalle compact de R.

1
Vw >0, lim — sup |[M(r)|=0.

N—+o00 0<r<ANw
Et
. 1
Vw >0, lim — sup |My(r)|=0

N—+oo N 0<r<yNw

D’ou le résultat. [ |
Théoréme 3.1 Lot des Grands Nombres

St (sn(ag,0);in(ag,0)) = (sp°;4°) quand N — +oo, alors

sup {‘SN(CLO + €, t) — S(CL() + 1, t)‘ + |iN(a0 + €, t) — i(ao +t, t)|} — 0
(t,a0)€[0;w] xR

quand N — 400
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ot {(s(ag +t,t),i(ag + t,t));t > 0} résout I’EDP

Preuve

s(ag +t,t) sn(ag +1,1)
Posons X (ap+t,t) = ;o Xn(ag+t,t) =

i(a0+t,t) iN(a0+t,t)

XN(CL()-Ft,t) :X(a0+t,t) —XN(CLO—Ft,t)

YN(CLQ + t, t) = MN(t)
N () = MR (1)
et finalement
x —A\x
F —
y AL — 7Yy

Pout tout 0 < x,y,2’,y < 1on a

F —F < C(\,7) —
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ou C'(A,y) = max{2\*, v*}

XN(CLO+t, t) = XN(CL(), 0)+/t[F(X(CLO—|-7“, T))—F(XN(CLO+T, T))]dT+YN(CLQ+t, t)
0

D’apres la proposition précédente :

Yw >0

sup |Yn(ap +t,t]| — 0
(ap+t,t)eRx [05w]

quand N — +o0.

Soit

ex(t) = sup  |[¥n(ao+1, )],
(ap+t;t)eR X [0;w]

On a:

—_— t —_—

[ X n(ao + ¢, )| < || Xn(ao,0)] +C(%7)/ [ X v (ao +7,7)|[dr + e3(?)
0

En appliquant le lemme de Gronwall, on parvient a

sup 1 X n(ao+t. )| < ([ X n(ao, 0)]| +e%(t)) (OO
(ag+t,t)eRx[0,w]

Et quand N — 400 , [|[Xn(ao,0)|] — 0, X2(t) — 0 et le résultat en

découle. [ ]
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3.2.2 Théoréme Centrale Limite
On écrit (sy,ix) sous la forme :

(

sv(ao+t,t) = s(ag +t.t) + <Un(ao +1,1)

| in(ao + 1) = i(ag +t,t) + = Vi(ao + 1,t)

D’ou le systéme
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(

s(ag+t,t) + \/LNUN(CLQ +t,t) = s(ap,0)—

LMy(N fy(Mao +r,7)s(aq + r,r) Aot erlslatra)) gy

f(f ()\(ao +r,r)s(ag +r,7) + A(a(”w’??;%v(CLOJFT’T))dr)

iag +t,t) + = Vv(ao +t,) = i(ag, 0)+

%Ml (N fot()\(ao +r,7)s(ap + 1, T’)A(QOH’T&[NN(%H’T))dr) —

v My (N Jo(ylag + . t)iag + 1) + Wao“’?}%(%”’”) dr

- fot (A(ao +r,7r)s(ag +1,7) + A(‘LO“'”')\/U%V(ao+'r,r)) dr—

f()t <7(CLO + t, t)i(ao +r, 70) + V(aO+T,T3}/]%(a0+T7T)> g
(3.10)

D’apres le systéme 3.10 on obtient
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p

Un(ag+1t,t) = \;—%Ml (N fot ()\(ao +r,r)s(ag +r,7) + A(GOH’T%(GOH’”) dr) —

fot Mag + 7, 7)Un(ag + r,r)dr

{ VN(CLO +t, t) =

V_INMl (N fot (/\(ao +r,r)s(ag +r,7) + M“O”’%]NN(“OM’T)) dr) -

A0y (N [l (ao -+ )i + ) 4 Howtrrlatantra)) g

fot (AMag + r,7)Un(ap +1,7) fo (ag +r,7)Vy(ag +r,7))dr

(3.11)
Posons
MY® () = \/LﬁMl <N /Ot ()\(ao +r,r)s(ag +r,7) + AMao +1, TE/U%(QO i T>> dr>
et

Moy — %NMl (N /0 t (ﬂao o )s(ao 4 ) 4 L2 Tz/‘%mo +r T)) dr)

deux martingales par rapport a la filtration

F =ocf{y(ag+r,r)in(ag + r,r), Nag + r,r)sy(ag +r,r) : 0 < r <t}
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On note

[MYV0), = > o<s<t |AM(s)]? la somme des carrés des sauts de la mar-

tingale (M1 (t))so.

On défint

(MY, = %Pl <N /Ot </\(ao o )s(ag 4+ ) + AT TE/U%(“O T ”) dr)

MY, = %PQ (N /O t (7(@0 T r)slag 4+ r) 4 L0 FT r))%(“o r 7")) dr) .

De méme on définit

¢
< M0 > = / ()\(ag +r,r)s(ag +r,7) + Aao + 7, r)Un{ao + T)> dr
0

VN

t
< ML >t:/ <v(ao+r,r)s(a0+fr,fr)+7<GO+T’T)VN(CLO+T’T)>dr
0

VN

Maintenant nous allons nous intéresser au faite que (M7 ™ (£) )0 et

(M2 (t))4=0 solent deux martingales bornées dans L',
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Il n’est pas difficile de voir que |Uy(ag +t,1)] < 2V/N et

Vi (ag+t,t)| < 2¢/N. Comme (M “(t));s0 est une martingale qui vérifie

E (Mi““@(t)) —E (M{V"IO(O)) —0.

Alors

De méme

Par consequent :
E(MIm0) < VBVE B (M) < VB

En appliquant le lemme de gronwall on a :

t
Un(ag+4,1) < ]MNQO()HX"/ Uy (ao + 7, r)dr
0

IA

MY )]

Donc

sup Un(ap+t,t) < sup Mt

_7——’ —7——’
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et

E (Un(ag+t,1)) < 3N we™

t
Vi(ao+1.1) < \MNC‘O()H\MN“O()H)\*/ U (a0 + 7, 7)dr +
0

¢
’y*/ \Vn(ag + r,r)dr
0

IN

M D] + [My ()]

et

E (Vi(ag +t,1)) < 3N we™ 4 3y we’ ™

On a
Un(ao+t,t)| + [Viv(ao + t, )] < 2JM7 ()] + My ()| ()
Donc

E (|Ux(ag +t,t)| + |Va(ag + t,1)]) < 6X we + 2y we? ™.

YEO Yardjouma 67 U.F.H.B



3.2. Modéles Stochastiques avec Nombre d’Individus

Posons
Ci(\, y,w) = 6A*weM + 2y we !,
Alors,
E (‘UN(CL() +t, t)‘ + ‘VN(CLO +t, t)‘) < 01()\, v,w).
Par suite

sup B (|Un(ao +t,1)| + [Vi(ao + 1, 1)]) < C1(A, 7, w).

N>1;0<t<w;apeR

De plus posons

02(>‘7 s C(J) - Cl()\a Y5 w)2

sup E (|Un(ao+t,t)] + [Viw(ao + ,1)]?) < Co(A, 7, w).

— == I

Lemme 3.2 Vw >0, st A ety sont bornés, alors

sup E ( sup [|Un(ag +t,t)* + |V (ao —|—t,t)|2]> < 00

N>1 0<t<w

Preuve

Yt >0, Un(ag+t,t) < |[M7™[er

Donc U2 (ag + t,t) < |[M7 ™[22\
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D’ou

sup {Ux(ap+t,t) : apeR} < M0 22X

0<r<t
E ( sup (Ux(ao + t,t))) < E < sup {\Miv’ao(r)Fe”*r ; aoeR})

0<r<t 0<r<t

< VR ( sup {\M{V’GO(T)P ; aoeR}>
0<r<t
< e % 4E << MY >t>
S 6)\*t€2)\*t
Donc
E ( sup {Ux(ag+t,t) : aoeR}) < 6N weMY < oo (3.12)
0<r<w
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De méme

Vi(ag+t,t) < |MYD@) e +

2/ MY ()M ()X T | My (1) PP

sup V]\%(ao +rr) < sup ‘M{V’GO(T)F(BQ)\*T -

(ag,r)eRx[0;t] (ag,r)eRx[0;t]
2 sup MY x  sup  JMYW(r)|eNTI
(ag,r)eRx[0;t] (ag,r)eRx[0;t]

boosup MY e
(ag,r)eRx05t]

E sup Vi(ag+nrr) < E  sup |/\/l§]lv’a°(7“)|2e2’\*r+
(ag,reRx[0;t] (ag,m)eRx[0;t]

2E  sup MY (r)] x
(ag,r)eRx[0;t]

E Sup |MNao( )l (X‘+7*)r_|_
(ap,r)eRx[0;t]

E sup  |[MY™(r)2e2"
(ag,r)eRx[0;t]

E sup Vi(ag+nrr) < E  sup |/\/lNa°( )|2e*NT +

(ag,reRx[05t] (ao,r)eRx[0;t]
E  sup |[MI@F)P+E  sup MY
(ag,r)eRx[0;t] (ag,r)eRx[0;t]

Xe(x\*+”y*)r +E sup ‘MN ao( )|2€2’yr
(ag,r)eRx[0;t]

E sup Vi(ag+r,7)) < 12\t + (12Xt + 127*t)e(k*+7*)t 127 tet
(ag,reRx[0;t]
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Donc

K ( sup ~ Vi(ao + 7, 7“)) < 120 wet +(12X w1277 w)eN T 4129 we? ™ < 0.
(

ag,reR X [0;w]

(3.13)

Par conséquent

N>1 ag,reR X [0;w] (ao,reRx

sup (E ( sup  Ux(ag+r,7)+ sup Vi(ag+r, r))) < 00.
( (03]

D’ou le résultat. [ |

D’aprés le lemme 3.2, le processus (Un(t), Vi (t))i>o converge vers un

processus (U(t), V(t))s>o dans L? donc converge en loi.

Lemme 3.3 [2] Soit (P(t));>0 un processus de poisson standard.
Soit (M(t) = P(t) — t);>0 une martingale.
Alors pour toutes suites (tx)n>1 de nombres réelles telles que 5—% — 0,

quand

N — 400, le processus

{M(Nt +VNty)

i > O} — (B(t))=0

ou B(t) — N(0;1)

Preuve

Nous montrerons la convergence en loi fini dimentionnelle. En faite, il suiffit
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3.2. Modéles Stochastiques avec Nombre d’Individus

de prouver que pour tout ¢t > 0 fixé

M (Nt ++/Nty)
VN

— B(t)

On a

M(Nt) V(i — 1)) 4 MO0 — M(NY)

VNt \/[N Z[ V1]

Les variables aléatoires M (i) — M (i — 1) sont i.i.d. centrées de variance

1. Le terme

La convergence ayant lieu en probabilité.

Par suite
M(N?) — N(0;1), N — +oo.
[Ve]
Par suite
M(Nt) B V/ [IV1] M(Nt)
N \/N [Nt] B(t), N — 4

M(Nty + v NTy) — M(Nt)
VN

la convergence ayant lien en probabilité. En effet,

—0, N — 4o
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3.2. Modéles Stochastiques avec Nombre d’Individus

. (‘ M (Nt +Nty) — M(Nt) .

VN

1
) < WVM(M(NH-WW)—M(]\M))

vV Nty
= N — 0, N4+ oo

Carf/—NN—>O, N — +o0. [ |

Proposition 3.3 [2] Soit (P(t))i>o un processus de poisson standard .
Soit M(t) = P(t) —t. Alors pour toute suite (ty)n de variables aléatoires

réelles telle que

E(t
<N)—>O , N — 400,
VN
M(Nt + /Nty — M(Nt
(Nt + vV Nty ( )),tZO 0, N — 4oo.
VN

Preuve

Nous allons prouver le résultat pour ¢y aléatoire. :

Nous allons montrer

M (Nt + v/ Nty)
VN

—0 N — +o0.

La convergence ayant lieu en probabilité.

P <m . n) < %Eum)
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3.2. Modéles Stochastiques avec Nombre d’Individus

Soit € > 0 fixé. On a :

M(Nt + VNty) = MV [IMONE+ VG = MND
N VN

VN

{—ﬁ\/NStNSO}U{b—NNl>77}

En utilisant inégalité de Doob et celle de Markov, on obtient :

{OStNSm/N}U{|M(Nt+\/NtN)M(Nt)| >8}m

IM(Nt+s) — M(Nt)| 4 )
e (o WY >) < B (M) - MOVDP)

4
52

A
|

De plus

p (WL o) MOV, ) 8y Blln)

3

Posons

On obtient

16E(|t ]
e3v/N

’ <|M(Nt—|— s) — M(NY)|

€
>cec | < -+
v N )_2
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3.2. Modéles Stochastiques avec Nombre d’Individus

Pour N assez grand que 1’on veut

)0

Par suite

|M(Nt+ s) — M(Nt)|
]P( N >5) <e.

Ce qui achéve la preuve en faisant tendre e vers 0.

Maintenant déterminons la convergence en loi des processus

(MY ()50, (MY (1))10.

en remplacant M par M, et t par

¢
/ (AMag + r,r)s(ag + r,r)dr
0

dans le lemme 3.3, et en posant

fot Nag + r,7)Un(ag + r,7)
tN == T.

VN

D’aprés le lemme 3.3

{M{““O(t),t > 0} — {B </t(>\(a0 +r,7)s(ag +r, r)dr) > 0}
: (3.14)
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De méme

en remplacant M par M, et t par

¢
/ (v(ag + r,r)i(ag + r,7)dr
0

dans le lemme 3.3, et en posant

B fot v(ag + r,m)Vy(ag + r, 1)

dr.
VN

tn

D’aprés le lemme 3.3

{Mé\ﬂ%(t),t > 0} — {B (/t(v(ao +r,r)s(ag + 1, r)dr) > O}
O (3.15)
On considére 0 =ty < t; < ... <ty =t, Vk > 0 une discrétisation de
Pintervalle [0;¢]. Pour tout i = 0,1, ..., k les variables aléatoires M} ™ (t;) —

M (t;_1) sont indépendantes. Alors le vecteur

(MY ) MY (0) = M (01))

(B ( /O " (Aag + 7 P)s(ao 1, r)dr) o B ( /Otk(WO trnslaotr, TW) B

B (/Ot“(k(ao +r,r)s(ag + 1, r)dr))
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3.2. Modéles Stochastiques avec Nombre d’Individus

quand N — +o00

De méme

MY ) — MY (t,_1) sont indépendantes. Alors le vecteur

(M0, e MY (11) = M (111) ) =

(B </Ot1 (v(ag + 7, r)i(ag +r, r)dr> ....,.B (/Otk(v(ao + 7, r)i(ag + T, r)dr) _

b ( /0 tkl(v(ao +r,r)i(ag + r)dr))

<./\/1Na0( )) , la loi finie

t>0

quand N — +o00

Donc pour chaque processus <./\/1Na0( ))
20

dimensionnelle converge. Par conséquent le processus

(UN(CLO + 1, t), VN(ao +t, t))tz()
converge vers un processus

(U(ao + t, t), V(@o + t, t))tZO'

Ou la limite satisfait

t t
Ulap+t,t) = — / Mag+r, r)U(ap+r, r)dr—/ VMag + 7, 7)s(ag + 7, 7)d B (r).
0 0
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Et

t t
V(ap+t,t) :/ )\(a0+r,r)U(a0+r,7")dr—/ v(ag+7,m)V(ag+r,r)dr+
0 0

/ VMag +7r,7)s(ag + r,7)dB (r) — / Vylag + r,r)i(ag + 7, 7)dBsy(r).
0 0

De plus
le processus

(U(ag+t,t),V(ap+1t,t))>0
est un processus guausien a trajectoire dans C([0; +oo; R?).
Si les taux A et v deviennent constants
(U(CLQ + Yf, t), V(CLO + Yf, t))tZO

devient la solution d'un équation de Ornstein-Uhlenbeck : C’est-a-dire

Ulag+t,t) et V(ag +t,t) sont des solutions d’une équations de la forme
dXt = a/(b' — Xt)dt + O'IdB(t)

ou B(t) est un mouvement Brownian et o', &/, ¢’ sont des nombres réels.
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3.2. Modéles Stochastiques avec Nombre d’Individus

conclusion

Nous avons modélisé la propagation d'une épidémie dans une popula-
tion de petite taille. Au cours de notre étude, nous avons appliqués la loi
des grands nombres. Ce théoréme pour les processus, montre que le modéle
obtenu dans une population de petite taille converge vers le modeéles déter-
ministe.

De méme, ’application du théoréme de la limite centrale montre que le pro-

cessus limite est un processus gaussien.
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Chapitre 4

Simulations Numériques

Introduction

Nous savons déja depuis le chapitre 2 que I’age est une fonction du temps.
Il est outre mesuré dans la méme échelle que le temps. Dans ce chapitre, nous
donnons quelques résultats de la simulation numérique du travail effectué.
Au cours de nos simulation, il est question de montrer I'influence du facteur
age dans le modele épidemiologiques. Ces résultas de la simulation vont nous
aider a expliquer les modéles SIR structurées en age.
Par ailleur 'objet de ces résultats est de montrer le comportement du systéeme
SIR au cours de son évolution dans le temps. Autrement dit, lorsque 'on
agit sur 'age a( des individus esposés a 1’épidemiologie, le comportement du
modeéle reste identique ?

A la fin du chapitre nous donnons la réponse a cette question.

80



4.1. Simulation du Modéle

4.1 Simulation du Modéle

La simulation en épidémiologie est un secteur en pleine expansion. Elle
permet de prévoir le rique endémique. Elle est donc une aide a la décision

pour les établissements sanitaire.

Définition 4.1 La simulation se définit comme ['utilisation ou la résolution
de modéles correspondant a un systéme donné pour étudier le comportement
de ce dernier dans un contexte précis. La simulation est couramment utilisée
comme outil d’aide a la décision dans le domaine des systémes de production
de biens, de services ou de santé.

La Simulation est ["utilisation ou la résolution de modéles correspondant a un
systeme donné pour étudier le comportement de ce dernier dans un contexte
précis. Il s’agit de suivre une démarche.

Selon Drogoul (1993), la démarche de simulation passe par trois étapes dis-
tinctes : [’étape de modélisation, qui consiste a construire le modéle du phé-
nomene a Etudier, ['étape d’expérimentation, qui consiste a soumettre ce
modeéle a un certain type de variations, et [’étape de validation, qui consiste

a confronter les données expérimentales obtenues avec le modéle a la réalité.
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4.1. Simulation du Modéle

Utilisation ou

Collecter les données construction de la

Construire le model théorie

Lancer la simulation
Expérimentation sur le

Valider le model ]

Analyser les résultats

FIGURE 4.1 — Les étapes du processus de simulation Selon Drogoul

Dans cette section nous exploitons le logicel R pour la simulation des pro-
cessus qui décrivent ’évolution des systéms d’équations . Notre choix du R
est exprimé par les raisons suivants :

-la programmation facile,

-la continuité parmi les valeurs entiéres, réelles et complexes,

-la gamme étendue des nombres et leurs précisions,

-la bibliotheque mathématique trés compréhensive,

-la possibilité de lier le code R avec les autres langages classiques de pro-
grammations.

Dans cette section, nous désignons par ay 1’age d’un individu au début de
I’épidemie. Selons le chapitre 2 I'age de cet individu évolut suivant la loi
a(t) =ag+tout e [0,w.

Notre objectif ici est de voir la courbe de I'évolution de I’age en fonction du
temps. Pour cela, pour tout individu, on regarde son age a partir du jour

de sa naissance pour simplifier la simulation de I’age . On prend 'origine du
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4.1. Simulation du Modéle

temps le jour de la naissance de cet individu.
Donc ag = 0 et t € [0,ap], ay étant I'expérance de vie maximale de ce
individu. Pour expérimentation, nous fixons a;; = 100 ans.

Nous obtenons le résultat suivant :

Files Plots Packages Help Viewer
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FIGURE 4.2 — Evolution de I’age en fonction du temps

La courbe de I’évolution de I’age croit sur 'intervalles [0; 100] et atteint
I'age maximale ay; = 100 ans. Lorsque nous sommes dans l'intervalle
[100; +o00[ 'age reste constant et prend la valeur 100 ans.

La courbe nous montre 1’évolution de I’age d’un individu au fiire et & mesure
que le temps passe. Lorsque cet individus atteint sa durée de vie maximale
ays il décede. A partir de cet instant, son age n’évolue plus. Cela signifie
que lorsqu’un individu atteint son expérence de vie maximale au cours d’une

épidémiologie, il déceéde. Il est donc compté parmi les remis a partir de cet
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4.2. Force d’infection

instant a,y.

4.2 Force d’infection

Lorqu’une épidémie se propage dans une région, le taux de contamination
peut dépendre des aléas climatiques. Dans ces conditions, nous modélisons
la force d’infection par une fonction périodique. Autrement dit, la force d’in-

fection est la fonction suivante :

<1 + Ai(ao) sin (? + arcsin < A1<1ao) (Amo“)) - 1)))) | |

Ao(ag) : Taux de transition de ligne de base en fonction de 1'dge de nais-

A (CL() + t, t) = )\0(0,0)

sance de l'individus.

A1(ap) : Intensité de Deffet saisonniére en fonction de I’dge de naissance

de l'individus.

T : Période de la tendance saisonniére.

Pour la simulation nous fixons :

Xo(ag) = 0.2, A1(ag) = 0.9, A(ap,0) = 0.9 et T' = 365 jours. On obtient
le résultat suivant :

La force d’infection varie sur une période de 365 jours. Sur l'intervalle de
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Files Plots Packages Help Viewer
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FIGURE 4.3 — Evolution de la force d’infection en fonction du temps.

temps [0, 100], la force d’infection croit et atteint sa valeur maximale. Ainsi,
le 100%™ jour de I’année est le jour le plus critique, pour une telle épidémie.
La plus part des individus sont infectés ce jour la.

Lorqu’une telle épidémie ce propage dans une région, l'on doit prendre ces
précautions avant le 100°"¢ jours.

Par contre, entre le 100 et 200" jour l'on observe la décroissance de la
force d’infection. Aprés le 200%™ jour, cette force d’infection continue sa
décroissance s’annule, croit, décroit pour s’annuler et croit.

En effet, le nombre d’infectés diminue, aprés le 100%™ jour. Le jour de
I’annulité de la force d’infection est le jour le plus favorable. Ce jour aucun
individu est infecté. Une observation de la courbe sur une période de 365

jours, présente deux jours favorables.
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4.3 Taux de Guérison Décroissant

Lorsqu’'une infection atteint un individu, il peut guérir ou décéder. Dans
chacun de ces cas on dit qu’il devient remis. Nous supposons que les individus
infectés ne meurt pas mais ils guérissent et que leur taux de guérisons dépend
de leur age, pour la simulation.

La prise en compte de I’dge dans le taux de guérison est expliquée par le faite
que 1'age soit un facteur qui influence 'immunité. Cela a pour conséquence
le taux de guérison élévé pour les jeunes et le taux de guérison faible pour
les vieux.

Le taux de guérison est donc une fonction décroissante de ’age. C’est ce que

explique la courbe suivante :
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FIGURE 4.4 — Evolution du Taux de Guérison en fonction du temps.

A T'inverse, une bonne immunité est favorisée par un ensemble de facteurs :
hygiéne de vie saine, pratique réguliere d'une activité physique, gestion du

stress, sommeil réparateur, nutrition...
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Celui ou celle qui pratique la majeure partie de ces facteurs peut avoir une
immunité croissante en fonction de 1’dge. Par conséquent, ’ensemble des
individus de ce type a un taux de guérison croissant en fonction de 1’age.

C’est ce taux que représente le graphique de la section suivante :

4.4 Taux de Guérison Croissante
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FIGURE 4.5 — Evolution du Taux de guérison en fonction de 1’age.
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4.4. Taux de Guérison Croissante

On considére le modéle déterministe STR

(& +2)S(a,t) = —=Ma,t)S(a,t)

ainsi que sa version stochastique.

’

sn(t,a) = sn(ap,0) — + P (N f(f AMag + s, 8)sn(ag + s, s)ds)

\ in(ta) = in(a0,0) + £ P (N fy Mao + 5, 5)sw(ao + 5,5)ds) (42

—+Ps <N 3 v(ao + s, 8)in(ao + s, 5)d3>

\

En utilisant la fonction A du taux d’infection et soit v une fonction dé-
croisante et bornée telle que 0 < v < 1. Pour la simulation on prend

g

t,t) =
’}/(CL()—i—,) ag +t

ag = 3650 w = T = 365 jours, Sy = 99900, I, = 100 Ry = 0 donc
N = 100000. Ao(ag) = 0.2, Ai(ap) = 0.9. En fixant ap = 3650 jours, la

simulation du systéme conduit aux résultats suivant :
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4.5. Courbe Représentative de la Variation du Nombre d’Individus de Chaque

Compartiment

Environment History

= [ _#*Import Dataset~

"% Global Environment =

values
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datesedp
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gammaO
DI
IO
Iedp
Tambo
Tambl
Tamba0
2 Tambda
Tambdao
MAC
]
nb
pas
DR
Redp
5
S0
sedp
T
T
Tt
u

4 List~

3650

Large numeric (154972 elements, 1.2 mMbd

num [1:2665] O 0.1 0.2 0.2 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Large numeric (1549732 elements, 1.2 Mb)

1

Large numeric (154972 elements, 1.2 mMbd

100

num [1:2665(1d>»] 0.001 1.089 0O.808 0.829 0.819 ...
0.2

0.9

0.9

Large numeric (1549732 elements, 1.2 Mb)

0.9

Q9900

le+05

IBe5L

o.1

Large numeric (154972 elements, 1.2 Mb)

num [1:3e65(1d>»] O 0.0001 0.1089 0.1897 0.2724 ...
Large numeric (154972 elements, 1.2 Mb)

Q9900

num [1:3665(1d>] 0.999 0.909 0.901 0.893 0.885 ...
365

154973

IB65L

oL
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FIGURE 4.6 — Tableau des valeurs.

4.5 Courbe Représentative de la Variation du Nombre

d’Individus

de Chaque Compartiment

En fixant ag = 1825 jours, soit 10 ans on obtient le graphique suivant :
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4.5. Courbe Représentative de la Variation du Nombre d’Individus de Chaque
Compartiment
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FIGURE 4.7 — Evolution des Pramétres en fonction du temps.

En fixant ay = 14.600 jours, soit 40 ans on obtient le graphique suivant :
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4.5. Courbe Représentative de la Variation du Nombre d’Individus de Chaque
Compartiment
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FIGURE 4.8 — Evolution des Pramétres en fonction du temps.

Fixons ay = 7.300 jours, soit 20 ans. Nous obtenons le résultat suivant :
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4.5. Courbe Représentative de la Variation du Nombre d’Individus de Chaque
Compartiment

Files Plots Packages Help Viewer

. & Zoom | = Export- | & ¥ “E- Publish
= _|
— S
oo l -
(=T R
[{a]
P
Lr]
a
o
L]
=~ ]
L]
L]
P g
P
I I I T
0 100 200 300
time

FIGURE 4.9 — Evolution des Pramétres en fonction du temps.

Diminuons ay a 1825 jours, soit 5 ans Nous obtenons le résultat suivant :
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FIGURE 4.10 — Evolution des Pramétres en fonction du temps.

Nous remarquons la variation du nombres d’'individus guéris dans le sens
contraire de I’dge de naissance. Cela montre que 1'adge est un facteur im-
portant dans l'analyse des modeles épidémiologiques. Par conséquent, les

individus de méme age doit subir le méme traitement.

4.6 Mise en Evidence de la Loi des Grands Nombres

Dans cette section, nous allons fixer I’age ap = 10 ans. La mise en évi-
dence de la loi des grands nombres se fait en variant la taille de la population

dans le sens croissant. Nous observerons le comportement de chaque courbe
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4.6. Mise en Evidence de la Loi des Grands Nombres

au niveau de chaque compartiment lorque la taille IV varie.

On fixe la taille de la population N = 1000 individus parmi les quels il y
a Ip = 100 infectés. Cela signifie que le nombre de suceptibles est égal a
So = 900. On laisse inchanger les autres parameétres depuis le début de la

simulation. On obtient le résultat suivant :
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FIGURE 4.11 — Mise en évidence de la loi des grands nombres pour N=1000

Dans le graphique (4.11), les courbes représentées en bleu, rouge et jaune
sont celles du modele stochastique. Par contre, celles représentées en noire
sont issu du modeéle déterministe.

Trois courbes représentées en noire n’arrivent pas a décrire 1’évolution du
phénomeéne épidémiologique sur les 365  jours. En effet, avant le 100 jours
de I'année épidémiologique, les courbes du modéle déterministe n’évoluent

plus. Cela montre I'inadaptation de ce modeéle pour une population de taille
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4.6. Mise en Evidence de la Loi des Grands Nombres

N = 1000 individus.

Par contre, les courbes du modéle stochastique évoluent et décrivent le phé-
nomeéne épidémiologique sur les 365 jours. Cela montre son adaptation
pour une population de taille N = 1000 individus.

Une analyse du méme graphique montre qu’en fixant la taille de la population
N = 1000 individus les courbes du modeéle stochastique sont trés éloignées
de celles du modéle déterministe. Cela signifie que pour une population de
taille N = 1000 individus le modeéles stochastique est loin du déterministe.
le modéle stochastique étant le modéle qui décrit le phénomeéne épidémio-
logique durant la période endémique, 'on doit donc le considérer lorsque la
taille de la population est N = 1000 individus.

Maintenant fixons N = 10000, Sy = 9900 et Iy = 100. Laissons inchanger
les autres parameétres. On obtient le résultat suivant :

Pour N = 10000 individus les courbes du modéle déterministe et celles

du modéle stochastique évoluent et décrivent la manifestation du phénoméne
endémique sur les 365 jours. Ce qui n’est pas le cas pour les courbes dé-
terministes précédentes.
Le modéle déterministe est donc adapté pour décrire le phénomeéne endé-
mique, lorsque la taille de la population est augmentée & N = 10000 indi-
vidus. L’analyse des graphiques (4.12) et (4.11) montre que I'augmentation
de la taille de la population & N = 10000 individus, favorise le déplacement
des courbes stochastique vers celles dites déterministes.

Augmentons la taille de la population & N = 100000 individus. On fixe le
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FIGURE 4.12 — Mise en évidence de la loi des grands nombres pour N=10000

nombre de susceptibles au début de I'épidémie a Sy = 99000 individus. Le
nombre d’individus initialement inféctés est fixé & Iy = 100. Le résultat est

le suivant :
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4.7. Mise en Evidence du Théoréme de la Limite Centrale
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FIGURE 4.13 — Mise en évidence de la loi des grands nombres pour N=100000
4.7 Mise en Evidence du Théoréme de la Limite Cen-

trale
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FIGURE 4.14 — Mise en évidence du théoréme de la limite centrale
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Conclusion

Nous avons montré que I’age est un facteur important dans I'analyse des
modeéles épidémiologiques. Par conséquent, les individus de méme age doit
subir le méme traitement.

En outre, les courbes du modeéle stochastique se comparent a celles dites
déterministe lorsque la taille de la population est grande. Cela montre I'exis-
tance d’une information dans le déterministe que cherche le modéle stochas-
tique. Ainsi, la loi des grands nombres est donc satisfaite : C’est-a-dire le
modeéle stochastique converge vers le modeéle déterministe.

En claire, au cours d’une épidémie dans une population structurée en age,
lorsque la taille de la population est petite, l’'on peut considérer le modele
stochastique obtenu.

Par contre, si la taille de la population est trés grande, & partir de cet instant

I'on peut considérer le modeéle déterministe.
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Conclusion et Perspectives

Nous avons présenté un apercu des méthodes de modélisation des modeéles
épidémiologiques dans une population structuré en dge. Un certain nombre
de formules ont été introduites. Les calculs de probabilité qui y conduisent
restent finalement assez simples.

Au cours de ces calculs, nous avons considéré un modéle épidémiologique
du type STR déterministe structuré en age. On a trouvé une modélisation
stochastique de ce modeéle. Le modéle stochastique permet de maitriser une
épidémie de maladie qui régne dans une petite population. L’étude des pro-
priétés de ce modele stochastique montre qu’il converge vers le modéle dé-
terministe. ’application du théoréme de la limite centrale montre que le
processus limite est un processus gaussien.

On a obtenu par la méthode de simulation les méme résutats que la méthode
théorique. Cette méthode de simulation montre que I'dge et la taille de la
population sont deux variables d’actions que l'on doit prendre en compte
dans le traitement des patients.

Afin de répondre au mieux au besoin d’amélioration dans un établissement

sanitaire, il est important de pouvoir proposer une modélisation. Cette modé-
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lisation va permettre de mieux identifier les dysfonctionnements et problémes
rencontreés.

Dans la suite de nos travaux de recherche, les notions sur le taux de ré-
production seront développées. I'analyse de nos modeéles fera 'objet de la
variation simultané de ’age ag et le temps t.

La modélisation constitue une aide considérable au niveau de la phase d’ana-

lyse de I'étre humain.
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